
[Yandex] Филатов Андрей
[9 класс (профи + база) ] 23 января

Комбинаторная геометрия. Лекция.
Ключевые методы, которые помогают в решении задач по комбинаторной геометрии:

• Комбинаторные методы

• Проецирование

• Неравенство треугольника

1. Внутри квадрата со стороной 1 расположено несколько окружностей, сумма
длин которых равна 10. Докажите, что найдётся прямая, пересекающая по край-
ней мере четыре из этих окружностей.

2. Известно, что в кадр фотоаппарата, расположенного в точке O, не могут попасть
предметы A и B такие, что угол AOB больше 179˝. На плоскости поставлено
1000 таких фотоаппаратов. Одновременно каждым фотоаппаратом делают по
одному снимку. Доказать, что найдётся снимок, на котором сфотографировано
не больше 998 фотоаппаратов.

3. На плоскости дано n окружностей радиуса 1, причем известно, что каждая пе-
ресекается хотя бы с одной другой окружностью, и никакая пара не касается.
Докажите, что все вместе окружности образуют не меньше n точек пересечения
(в одной точке могут пересекаться более двух окружностей).

4. На плоскости задано n точек. Известно, что среди любых трёх из них имеются
две, расстояние между которыми не больше 1. Доказать, что на плоскость можно
наложить два круга радиуса 1, которые закроют все эти точки.

5. Докажите, что любой выпуклый многоугольник площади 1 можно поместить в
прямоугольник площади 2.

6. На плоскости взято конечное число красных и синих прямых, среди которых нет
параллельных, так, что через каждую точку пересечения одноцветных прямых
проходит прямая другого цвета. Докажите, что все прямые проходят через одну
точку.
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Комбинаторная геометрия. Семинар.

Базовый уровень.
1. На плоскости дано множество из n ě 9 точек. Для любых 9 его точек можно

выбрать две окружности так, что все эти точки окажутся на выбранных окруж-
ностях. Докажите, что все n точек лежат на двух окружностях.

2. На плоскости дано 25 точек, причем среди любых трех из них найдутся две на
расстоянии меньше 1. Докажите, что существует круг радиуса 1, содержащий
не меньше 13 из этих точек.

3. Докажите, что если плоскость разбита на части прямыми и окружностями, то
получившуюся карту можно раскрасить в два цвета так, что части, граничащие
по дуге или отрезку, будут разного цвета.

4. Дан выпуклый четырёхугольник. Если провести в нем любую диагональ, он
разделится на два равнобедренных треугольника. А если провести в нем обе
диагонали сразу, он разделится на четыре равнобедренных треугольника. Обя-
зательно ли этот четырёхугольник — квадрат?

Продвинутый уровень.
5. Можно ли в выпуклом 2025-угольнике выбрать больше 2025 диагоналей так,

чтобы любые две из них имели общую точку?

6. Архитектор хочет расположить семь высотных зданий так, чтобы, гуляя по го-
роду, можно было увидеть их шпили в любом (циклическом) порядке. Удастся
ли это ему?

7. Даны четыре палочки. Оказалось, что из любых трёх из них можно сложить
треугольник, при этом площади всех четырех треугольников равны. Обязатель-
но ли все палочки одинаковой длины?

8. В круге радиуса 16 расположено 650 точек. Докажите, что найдется кольцо с
внутренним радиусом 2 и внешним радиусом 3, в котором лежит не менее 10 из
данных точек.

9. Двое игроков отмечают точки плоскости. Сначала первый отмечает точку крас-
ным цветом, затем второй отмечает 100 точек синим, затем первый снова одну
точку красным, второй 100 точек синим и так далее. (Перекрашивать уже от-
меченные точки нельзя.) Докажите, что первый может построить правильный
треугольник с красными вершинами.


