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Замечательные точки
Дан треугольник ABC, его ортоцентр обозначен через H, центр описанной
окружности Ω — через O, проведены высоты AHa, BHb и CHc. I — его точ-
ка пересечения биссектрис. M — точка пересечения медиан. Ka,Kb,Kc — точ-
ки касания вписанной окружности со сторонами BC,CA и AB соответственно.
Ma,Mb,Mc — середины сторон BC,CA и AB соответственно. Ta, Tb, Tc —- точки
касания вневписанных окружностей со сторонами BC,CA и AB соответственно.

1. Пусть A0 — диаметрально противоположная точка, точке A на описанной
окружности треугольника ABC. Пусть X основание перпендикуляра из
A0 на BC. Докажите, что BHa = XC.

2. Перпендикуляр к отрезку AI в точке I пересекает стороны AB и AC в
точках D и E. Докажите, что прямая DE касается (BIC).

3. Пусть H точка пересечения высот, O — центр описанной окружности ост-
роугольного треугольника ABC. Пусть AD — высота этого треугольника.
На отрезке AH выбрана точка P так, что AP = HD, а на отрезке CD
нашлась точка Q такая, что CQ = DB. Докажите, что точка O лежит на
PQ.

4. (а) В равнобокой трапеции ABCD на основании AD выбрана точка R.
Лучи BR и CR пересекают окружность описанную около ABCD в точках
P и Q соответственно. Докажите, что окружность описанная около ARQ
касается прямой AB.

(б) Остроугольный треугольник ABC (AB < AC) вписан в окружность
Ω. Пусть M — точка пересечения его медиан, а AH — высота. Луч MH
пересекает Ω в точке A1. Докажите, что описанная окружность треуголь-
ника A1HB касается прямой AB.

Точка Pa основание перпендикуляра из точки A на луч MaH.

5. (а) Pa ∈ (ABC);

(б) Pa ∈ (CMaHc) и Pa ∈ (BMaHb).

6. (а) Докажите, что PaMa — биссектриса углов CPaHc и BPaHb.

(б) Центры вписанных окружностей треугольников BPaHb и HcPaC сов-
падают.

7. На меньших дугах AB и BC окружности Ω, выбраны соответственно точ-
ки P и Q так, что прямые PQ ∥ AC. Докажите, что центры вписанных
окружностей треугольников ABP и CBQ равноудалены от середины дуги
ABC окружности Ω.


