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Неравенства 2. Лекция.
Неравенство Мюрхеда. (Вспоминаем). Пусть α ą β.Тогда для любых положитель-
ных чисел

Tαpx1, x2, . . . , xnq ě Tβpx1, x2, . . . , xnq.

Неравенство Шура. Для произвольных неотрицательных действительных чисел
x, y, z, t выполняется неравенство:

xtpx´ yqpx´ zq ` ytpy ´ xqpy ´ zq ` ztpz ´ xqpz ´ yq ě 0.

Весовое неравенство о средних. Для положительных чисел x1, x2, . . . , xn и неот-
рицательных рациональных чисел α1, α2, . . . , αn верно неравенство:

α1x1 ` α2x2 ` . . .` αnxn
α1 ` α2 ` . . .` αn

ě pxα1
1 xα2

2 . . . xαnn q
1

α1`α2`...`αn

Неравенство Гёльдера. (для рациональных) Даны рациональные числа p, q ě

1 такие, что
1

p
`

1

q
“ 1 Тогда для положительных a1, . . . , an, b1, . . . , bn выполнено

неравенство:

a1b1 ` . . .` anbn ď pa
p
1 ` . . .` a

p
nq

1
p pbq1 ` . . .` b

q
nq

1
q .

Полезное неравенство. Для любых трех наборов taiu, tbiu, tciu положительных чи-
сел верно неравенство:

pa31 ` . . .` a
3
nqpb

3
1 ` . . .` b

3
nqpc

3
1 ` . . .` c

3
nq ě pa1b1c1 ` . . .` anbncnq

3

1. Для положительных чисел a, b, c докажите неравенство

pa` b´ cq2

ab
`
pb` c´ aq2

bc
`
pc` a´ bq2

ca
ě 3.

2. Положительные числа a, b, c таковы, что a` b` c “ 3. Докажите неравенство

a3

bp2c` aq
`

b3

cp2a` bq
`

c3

ap2b` cq
ě 1

3. Пусть ab` bc` ac “ 1. Докажите, что

3

c

1

a
` 6b`

3

c

1

b
` 6c`

3

c

1

c
` 6a ď

1

abc
.
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Неравенства 2. Семинар.
1. Сумма неотрицательных чисел x, y и z равна 1. Докажите неравенство

0 ď xy ` yz ` zx´ 2xyz ď
7

27

2. Для любых положительных a, b, c докажите

pa2 ` b2 ` abqpb2 ` c2 ` bcqpc2 ` a2 ` caq ě pab` bc` caq3

3. Положительные числа a, b и c таковы, что a` b` c “
3

2
Докажите, что

1

pa` bq2
`

1

pb` cq2
`

1

pc` aq2
ě 3.

4. Пусть abc “ 1. Докажите, что

1

a5pb` cq2
`

1

b5pc` aq2
`

1

c5pa` bq2
ě

3

4
.

5. Положительные числа a, b, c таковы, что a` b` c “ 1. Докажите, что

a
3
?
a` 2b

`
b

3
?
b` 2c

`
c

3
?
c` 2a

ě 1.

6. Даны неотрицательные вещественные x, y, z, что x` y ` z “ 3. Докажите, что
c

x

1` 2yz
`

c

y

1` 2xz
`

c

z

1` 2xy
ě
?
3.


