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Конструкции в теории чисел
16 января 2026 г.

Задачи на конструкции, как правило, бывают одного из двух типов:

• доказать, что есть хотя бы один пример;

• доказать, что примеров бесконечное количество или «очень много».

В конструировании бывают полезны следующие приёмы:

• строить простые примеры и размножать их;

• строить пример в конкретном виде, накладываю удобные дополнительные
ограничения;

• вместо построения перебором одного примера подумать о бесконечной серии;

• построить пример, удовлетворяющий не всем условиям, а потом исправить.

Проблема. Поиск баланса между общим видом и частными случаями. Кон-
струкции часто не удаётся построить при:

• решении задачи в общем виде и попытках делать только равносильные
алгебраические переходы;

• подборе слишком частных случаев, которые по очевидным причинам
не могут быть корректными.

1. (а) Докажите, что уравнение ab(a−b)+bc(b−c)+ca(c−a) = 6 имеет бесконечно
много решений в целых числах.
(б) Опишите все решения уравнения из пункта (а) в целых числах.

2. Докажите, что уравнение a2+ b2− c2 = 2025 имеет бесконечно много решений
в натуральных числах, построив не менее 4 концептуально разных(!) серий.

3. Существуют ли шесть различных натуральных чисел a, b, c, d, e, f таких, что
справедливо равенство

(a+ b+ c+ d+ e+ f) : (1/a+ 1/b+ 1/c+ 1/d+ 1/e+ 1/f) = 2012?

4. Существуют ли 10 различных целых чисел таких, что все суммы, составленные
из 9 из них — точные квадраты?

5. Дан квадратный трёхчлен P (x), не обязательно с целыми коэффициентами.
Известно, что при некоторых целых a и b разность P (a)−P (b) является квад-
ратом натурального числа. Докажите, что существует более 5267 таких пар
целых чисел (c, d), что разность P (c)− P (d) также является квадратом нату-
рального числа.
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6. Доказать, что существует бесконечно много таких пар (a, b) натуральных чи-
сел, что a2 + 1 делится на b, а b2 + 1 делится на a.

7. Найдите три нецелых(!) положительных числа a, b, c таких, что все числа
a+ b

a− b
,
b+ c

b− c
,
c+ a

c− a
— целые.


