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Степень вхождения простого множителя
28 ноября 2025 г.

Основная теорема арифметики. Любое натуральное число n > 1 может
быть единственным образом представлено в виде произведения:

n = pα1
1 pα2

2 . . . pαk

k

где p1 < p2 < . . . < pk — простые числа, αi — натуральные числа.

Определение. Если натуральное число n кратно pα, но не кратно pα+1, то
α = νp(n) — степень вхождения простого p в разложение n на простые.

Степень вхождения можно доопределить:

• для отрицательных целых чисел: νp(−n) = νp(n) для n ∈ N

• для 0: νp(0) = ∞

• для рациональной несократимой дроби q =
m

n
: νp(q) = νp(m)− νp(n)

Лемма Евклида. Если произведение нескольких чисел делится на простое
число p, то хотя бы один из сомножителей делится на p.

Лемма. Натуральное число n кратно натуральному числу m тогда и только
тогда, когда для любого простого p выполнено νp(n) ⩾ νp(m).

Свойства степеней вхождения:

• νp(ab) = νp(a) + νp(b)

• νp

(a
b

)
= νp(a)− νp(b)

• натуральное число n является точной k-ой степенью тогда и только тогда,
когда для любого простого p выполнено νp(n) ··· k.

• νp(a± b) ⩾ min {νp(a), νp(b)}, если νp(a) ̸= νp(b), то достигается равенство

• νp(НОД(a1, . . . , an)) = min {νp(a1), . . . , νp(an)}

• νp(НОК(a1, . . . , an)) = max {νp(a1), . . . , νp(an)}

• тождество Лежандра. νp(n!) =
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]
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1. Докажите, что n! не делится на 2n.

2. Может ли точный куб оканчиваться на 2005?

3. Докажите, что
√
2 — иррациональное число.

4. Докажите, что НОД(a, b) · НОК(a, b) = a · b для натуральных a и b.

5. Решите в натуральных числах уравнение 27a4 + 9b4 + 3c4 = d4.

6. Докажите, что число
1

2
+

1

3
+ . . .+

1

n
не является целым при n ⩾ 2.

Взаимная простота в совокупности. Натуральные числа a1, a2, . . . , an
взаимно просты в совокупности, если у всех них нет общего простого де-
лителя.

Попарная взаимная простота. Натуральные числа a1, a2, . . . , an взаимно
просты попарно, если у каждой пары нет общего простого делителя.

7. Найти все целые решения уравнения yk = x2 + x (k — натуральное число,
большее 1).

8. Натуральные числа a и b взаимно просты. Докажите, что наибольший общий
делитель чисел a+ b и a2 + b2 равен 1 или 2.

9. Натуральные числа a и b больше 1. Известно, что числа a2 + b и a + b2 —
простые. Докажите, что числа ab+ 1 и a+ b — взаимно простые.

Замена через НОД. Если НОД(a, b) = d, то a = a0 ·d, b = b0 ·d, где a0 и b0 —

целые; НОД(a0, b0) = 1, НОК(a0, b0) = a0b0, НОК(a, b) =
ab

НОД(a, b)
= a0 ·b0 ·d.

10. Натуральные числа m и n таковы, что HOK(m,n) + HOД(m,n) = m + n.
Докажите, что одно из чисел m или n делится на другое.


