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Лемма Холла и кооперативные стратегии
Дедлайн сдачи и разбор задач — семинар 11 мая.

Базовый уровень
1. Зрителей двое, и каждый из них может взять от 1 до 10 спичек. Помощ-

ник фокусника может взять любое ненулевое число спичек. Фокусник должен
угадать, кто сколько спичек взял. При каком наименьшем количестве спичек
в кучке фокус может гарантированно удаваться?

2. Есть 27 карточек с числами от 1 до 27. Двое показывают фокус. Первый
получает четыре карточки, выбранные случайным образом. Одну из них он
убирает, а три оставшиеся выкладывает в ряд. Второй должен назвать спря-
танную карточку. Могут ли участники договориться, чтобы по выложенным
карточкам можно было определить спрятанную?

3. Султан выстраивает 100 своих мудрецов в колонну по одному и надевает каж-
дому шляпу белого, синего или красного цветов. Все мудрецы видят цвета всех
шляп впереди стоящих мудрецов, а цвет своего и всех стоящих сзади не видят.
Раз в минуту один из мудрецов должен выкрикнуть один из трёх цветов. Что
выкрикнул мудрец, слышат все остальные. После окончания этого процесса
король казнит каждого мудреца, выкрикнувшего цвет, отличный от цвета его
колпака. Какое наибольшее количество мудрецов может гарантированно вы-
жить?

4. Зритель пишет на доске последовательность из 11 цифр. Помощник фокус-
ника закрывает одну из них черным кружком. Затем входит фокусник. Его
задача — отгадать закрытую цифру. Как это можно сделать?

Продвинутый уровень
5. В сундуке 5 колпаков различных цветов. Из сундука вытащили три колпа-

ка и вслепую надели троим мудрецам. Мудрецы видят колпаки друг друга,
но не видят свой и одновременно пытаются его угадать. Могут ли мудрецы
договориться действовать так, чтобы гарантированно хотя бы один из них
угадывал?

6. В каждую клетку прямоугольника m × n (m < n) зритель пишет число от
1 до n так, что в каждой строчке и в каждом столбце все числа различны.
Докажите, что фокусник может дополнить прямоугольник до квадрата n× n
с числами (от 1 до n), чтобы в каждой строчке и в каждом столбце все числа
по-прежнему были бы различны.

7. Фокусник с помощником собираются показать такой фокус. Зритель пишет
на доске последовательность из N цифр. Помощник фокусника закрывает
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две соседних цифры черным кружком. Затем входит фокусник. Его задача
— отгадать обе закрытые цифры (и порядок, в котором они расположены).
При каком наименьшем N фокусник может договориться с помощником так,
чтобы фокус гарантированно удался?

8. Алисе и Бобу на лбу написали по одному числу. После этого каждый из них
должен написать на бумажке конечный набор чисел. Каждый видит число
другого, но никаких подсказок давать не разрешается. Могут ли они так до-
говориться заранее, чтобы в наборе хотя бы одного из них встретилось его
число, если все числа по условию (а) целые; (б) рациональные?

9. Дракон запер в пещере шестерых гномов и сказал: «У меня есть семь колпаков
семи цветов радуги. Завтра утром я завяжу вам глаза и надену на каждого по
колпаку, а один колпак спрячу. Затем сниму повязки, и вы сможете увидеть
колпаки на головах у других, но общаться я вам уже не позволю. После этого
каждый втайне от других скажет мне цвет спрятанного колпака. Если угадают
хотя бы трое, всех отпущу. Если меньше — съем на обед». (а) Смогут ли
гномы заранее договориться действовать так, чтобы спастись? (б) А если
нужно угадать хотя бы четверым?

10. 99 мудрецов сели за круглый стол. Им известно, что пятидесяти из них на-
дели колпаки одного из двух цветов, а сорока девяти остальным — другого
(но заранее неизвестно, какого именно из двух цветов 60 колпаков, а какого —
49). Каждый из мудрецов видит цвета всех колпаков, кроме своего собственно-
го. Все мудрецы должны одновременно написать (каждый на своей бумажке)
цвет своего колпака. Смогут ли мудрецы заранее договориться отвечать так,
чтобы не менее 74 из них дали верные ответы?


