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Лемма Холла и кооперативные стратегии
Большинство задач на кооперативные стратегии относятся к одному из двух типов:

• передача информации от одного персонажа другому (часто наличие отобра-
жения проверяется с помощью леммы Холла)

• равноправные персонажи, которые должны гарантировать выполнение одной
из ситуаций (часто с помощью кодирования и остатков)

Лемма Холла. Есть n юношей и несколько девушек. Известно, что каких бы
k юношей ни выбрать, число знакомых им совокупности девушек не меньше
k. Тогда все юноши могут выбрать по невесте из числа своих знакомых.

Комментарий. Кратные рёбра не влияют ни на наличие или отсутствие паро-
сочетания, ни на условие Холла, так что теорема Холла (вместе с упомянутыми
вариантами) верна и для графов с кратными рёбрами.

Комментарий. Обычно сложность задачи состоит именно в проверке выполне-
ния условия леммы Холла. Распространёнными ситуациями, когда работает лемма
Холла являются следующие:

• регулярный двудольный граф (степени всех вершин одинаковы)

• полурегулярный двудольный граф, где юношей меньше, чем девушек (степени
всех юношей равны между собой и степени всех девушек равны между собой)

Иногда в задачах нужно применить одну из следующих модификаций:

• Равноправная лемма Холла. В компании из n юношей и n девушек каж-
дые k юношей знакомы не менее чем с k девушками. Тогда каждые k девушек
знакомы не менее, чем с k юношами.

• Арабская лемма Холла. Среди n юношей и нескольких девушек некоторые
юноши знакомы с некоторыми девушками. Каждый юноша хочет жениться
на m знакомых девушках. Они могут это сделать тогда и только тогда, ко-
гда для любого набора из k юношей количество знакомых им в совокупности
девушек не меньше km.

• Физматовская лемма Холла. Если любые k (1 ⩽ k ⩽ n) юношей знакомы
в совокупности не менее чем с k−d девушками, то n−d юношей могут выбрать
себе невест из числа знакомых.

Комментарий. Если в задаче Вам необходимо пользоваться какой-то леммой, то,
как минимум, её нужно сформулировать и, по возможности, показать. как она сво-
дится к обычной лемме Холла.

1. Дана кучка из 100 спичек. Сначала зритель забирает из неё сколько-то спи-
чек (не менее одной, но не все). Потом помощник фокусника забирает из неё
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ещё сколько-то (не менее одной, возможно, все оставшиеся). Потом приходит
фокусник и, смотря на оставшиеся спички, объявляет, кто сколько забрал. До-
кажите, что у фокусника с помощником существует единственная возможная
стратегия.

2. На кружке школьникам было предложено несколько задач. Каждый школь-
ник решил две задачи и каждую задачу решили ровно двое из них. Препода-
ватель и ассистент знают, кто какие задачи решил. Преподаватель и ассистент
собираются показать фокус. Пока преподавателя не будет в аудитории, один
из детей прячет ключ от кабинета в кармане, после чего преподаватель воз-
вращается в аудиторию. Ассистент называет номер одной из задач, решённых
школьником, спрятавшим ключ, после чего преподаватель называет его. До-
кажите, что фокус получится.

3. Слепой маг даёт гостю пять карт с номерами от 1 до 5. Гость прячет две
карты, три отдаёт ассистенту мага. Ассистент возвращает гостю две из них,
и гость говорит номера этих карт магу (в любом порядке). Маг должен назвать
номера карт, спрятанных гостем. Как магу и ассистенту договориться, чтобы
фокус всегда удавался?

4. Фокусник и его помощник показывают следующий фокус. Фокусник выкла-
дывает колоду из 36 карт и просит двух зрителей — мальчика и девочку —
выбрать по две карты. Видя, кто какие карты выбрал, помощник тоже берёт
две карты из оставшихся и отдает их зрителям. Зрители перемешивают все 6
карт и отдают их фокуснику. Тот объявляет, кто какие карты брал из колоды.
Докажите, что такой фокус действительно возможен.

5. Незнайка расставляет в квадрате n×n неотрицательные числа так, что сумма
чисел в каждой строке и в любом столбце равна 1. Докажите, что независимо
от действий Незнайки Знайка сможет поставить n не бьющих друг друга ладей
так, чтобы все ладьи были в клетках с положительными числами.

6. В стране из каждого города выходит по 3 железные дороги. Две компании
хотят их приватизировать. Антимонопольный комитет требует, чтобы из каж-
дого города выходили дороги обеих компаний. Докажите, что компании мо-
гут договориться между собой, чтобы требование Антимонопольного комитета
было выполнено.

7. Султан надевает красные или синие шляпы на головы своих мудрецов. Муд-
рецы видят только цвета шляп других мудрецов и не знают, сколько шляп
какого цвета.

(а) У Султана всего два мудреца. Они одновременно называют цвет. Какое
наибольшее число мудрецов может спастись?

(б) 2026 мудрецам нужно разделиться на две группы в зависимости от цвета
шляпы. Как им это сделать?


