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НОД и НОК

Определение. Наибольший общий делитель (НОД(a1, a2, . . . , an)) набора
целых чисел a1, a2, . . . , an таких, что a21 + a22 + . . . + a2n > 0, — наибольшее
натуральное число, на которое делится каждое из чисел набора.

Наибольший общий делитель чисел a1, a2, . . . , an также обозначается записями:

• (a1, a2, . . . , an)

• gcd(a1, a2, . . . , an)

• hcf(a1, a2, . . . , an)

Определение. Наименьее общее кратное (НОК(a1, a2, . . . , an)) набора це-
лых ненулевых чисел a1, a2, . . . , an — наименьшее натуральное число, которое
делится на каждое из чисел набора.

Наименьшее общее кратное чисел a1, a2, . . . , an также обозначается записями:

• [a1, a2, . . . , an]

• lcm(a1, a2, . . . , an)

Лемма. НОД(a, b) = НОД(a− b, b).

Поиск НОДа чисел a ⩾ b основан на факте НОД(a, b) = НОД(b, a − b) при a ⩾ b.
Такими переходами можно уменьшать числа, НОД которых мы ищем, до тех пор,
пока одно из них не станет равным 0 (НОД(a, 0) = |a|, где a ̸= 0).

Несколько вычитаний подряд можно объединить в одно: НОД(a, b) = НОД(a−kb, b),
где r = a − kb — наименьшее неотрицательное число такого вида, то есть остаток
от деления a на b ̸= 0. Если a делится на b без остатка, то получаем НОД(a, b) =
НОД(0, b) = b. В ином случае мы переходим к НОД меньших чисел: НОД(a, b) =
НОД(b, r). Эти соображения и позволяют сформулировать алгоритм.

Алгоритм Евклида. Для данных чисел a и b сначала вычисляется остаток
r1 от деления a на b, потом остаток r2 от деления b на r1, остаток r3 от деления
r1 на r2 и т. д. Этот процесс окончится тем, что очередное число rn−1 разде-
лится на rn без остатка. Получим НОД(a, b) = НОД(b, r1) = НОД(r1, r2) =
. . . = НОД(rn−1, rn) = НОД(rn, 0) = rn.

1. Вычислите с помощью алгоритма Евклида НОД(799, 153).

799 = 5 · 153 +
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153 = 4 · + ,

= 2 · + .

Таким образом, НОД(799, 153) = .

Теорема. НОД(an − 1, am − 1) = aНОД(n,m) − 1.

Определение. Линейное диофантово уравнение (ЛДУ) с двумя переменны-
ми — это уравнение ax+ by = c, где a, b, c — целые числа, а x и y — целочис-
ленные неизвестные.

Определение. Целочисленной линейной комбинацией (ЦЛК) чисел
a1, a2, . . . an называется выражение вида x1a1 + x2a2 + . . . + xnan, где
x1, x2, . . . , xn — целые числа.

Решение линейного диофантового уравнения от двух переменных состоит в поиске
всех возможных разложений числа c в целочисленную линейную комбинацию чисел
a и b.

Соотношение Безу. Если НОД(a, b) = d, то существуют целые x, y, что
ax+ by = d.

Таким образом, соотношение Безу утверждает, что НОД(a, b) является целочислен-
ной линейной комбинацией чисел a и b.

Решение ЛДУ. Пусть a и b — взаимно простые числа, c ∈ Z. Тогда уравне-
ние ax+ by = c

• имеет бесконечно много целочисленных решений;

• все решения имеют вид:
{

x = x0 + bt,
y = y0 − at

, где t — произвольное целое

число, a (x0, y0) — одно из решений уравнения ax+ by = c.

Алгоритм. Решение в целых числах уравнения ax+ by = c (a, b ̸= 0):
1. Находим d = НОД(a, b) (можно с помощью расширенного алгоритма

Евклида).
2. Проверяем, делится ли c на d. Если нет, то уравнение не имеет решений;

если да, то делим обе части на d, переходя к равносильному уравнению
a′x + b′y = c′ со взаимно простыми a′ = a

d и b′ = b
d , и правой частью

c′ = c
d .

3. Находим частное решение (x0, y0) уравнения a′x+b′y = c′ (подбором/ал-
горитмом Евклида/обратными остатками).
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4. Записываем решение уравнения a′x+b′y = c′ в виде
{

x = x0 + b′t
y = y0 − a′t

, t ∈ Z

2. Решите уравнения в целых числах:

(а) 91x− 21y = 29;

(б) 14x+ 31y = 1;

(в) 22x+ 17y = 500;

(г) −90x+ 78y = −18.

3. m и n взаимно просты. Есть неограниченное число m-рублёвок и n-рублёвок.
Докажите, что (а) купюрами можно без сдачи заплатить любую целую сумму
не меньшую mn; (б) наибольшее целое число рублей, которое нельзя запла-
тить без сдачи, равно (n− 1)(m− 1)− 1.

Определение. Натуральные числа a1, a2, . . . , an взаимно просты в со-
вокупности, если у всех них нет общего простого делителя (или
НОД(a1, a2, . . . , an) = 1).

Определение. Натуральные числа a1, a2, . . . , an взаимно просты попарно,
если у каждой пары нет общего простого делителя (или НОД(ai, aj) = 1)
для всех i ̸= j.

Полезные техники при работе со взаимной простотой:

• рассмотреть задачу по модулю произвольного общего простого делителя p;

• НОД(a, b) = НОД(a− b, b);

• если ab кратно c и НОД(b; c) = 1, то a кратно c;

• если a = a0d, b = b0d, где d = НОД(a; b), то НОД(a0; b0) = 1;

• произведение двух взаимно простых чисел является точной k−ой степенью
тогда и только тогда, когда модули обоих чисел являются точными k−ми
степенями.

4. Натуральные числа a и b взаимно просты. Докажите, что наибольший общий
делитель чисел a+ b и a2 + b2 равен 1 или 2.

5. Докажите, что из любых шести четырёхзначных чисел, взаимно простых в со-
вокупности, всегда можно выбрать пять чисел, также взаимно простых в со-
вокупности.
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6. Натуральные числа a, b, c взаимно просты в совокупности и удовлетворяют
условию a2+ b2+ c2 = 2(ab+ bc+ ca). Докажите, что каждое из них — точный
квадрат.

7. Натуральные числа a и b больше 1. Известно, что числа a2 + b и a + b2 —
простые. Докажите, что числа ab+ 1 и a+ b — взаимно простые.

8. Найдите все натуральные x и y, для которых
xy2

x+ y
— простое число.


