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Теорема Карно
Дедлайн сдачи и разбор задач — семинар 9 марта.

Чтобы сдавать задачи продвинутого уровня, нужно сдать все задачи базового.

Базовый уровень
1. Дан треугольник ABC. Постройте отрезок, который разобьёт его на два тре-

угольника с одинаковой суммой квадратов сторон.

2. В шестиугольнике ABCDEF : углы A и C — прямые, AB = BC, CD = DE,
EF = FA. Докажите, что прямые DF и BE перпендикулярны.

3. Точки A1, B1 и C1 таковы, что AB1 = AC1, BC1 = BA1 и CA1 = CB1. До-
кажите, что перпендикуляры, опущенные из точек A1, B1 и C1 на прямые
BC,CA и AB, пересекаются в одной точке.

4. Дан остроугольный равнобедренный треугольник ABC (AB = BC); E — точ-
ка пересечения перпендикуляра к стороне BC, восставленного в точке B,
и перпендикуляра к основанию AC, восставленного в точке C; D — точка
пересечения перпендикуляра к стороне AB, восставленного в точке A, с про-
должением стороны BC. На продолжении основания AC за точку C отметили
точку F , для которой CF = AD. Докажите, что EF = ED.

Продвинутый уровень
5. Докажите, используя принцип Карно (без теоремы косинусов), что в паралле-

лограмме ABCD выполнено тождество AB2+BC2+CD2+DA2 = AC2+BD2.

Указание: Опустите перпендикуляры из A и D на BC.

6. Дан четырёхугольник ABCD, диагонали которого перпендикулярны. Дока-
жите, что перпендикуляры, опущенные из середин сторон AB и AD на соот-
ветственно противолежащие стороны, пересекаются на прямой AC.

Указание: Воспользуйтесь формулой длины медианы через стороны треуголь-
ника, которая выводится из задачи 5.

7. Пусть A1, B1, C1 — основания высот треугольника ABC, проведённых из то-
чек A, B и C соответственно. A2, B2, C2 — проекции вершин A, B, C на прямые
B1C1, C1A1, A1B1 соответственно. Докажите, что

(а) прямые AA2, BB2, CC2 пересекаются в одной точке;

(б) перпендикуляры, опущенные из A2, B2, C2 на прямые BC, CA, AB соот-
ветственно, пересекаются в одной точке.
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8. Прямые, проведённые через вершины треугольника ABC параллельно соот-
ветствующим сторонам треугольника A1B1C1, пересекаются в одной точке.
Докажите, что прямые, проведённые через вершины треугольника A1B1C1

параллельно соответствующим сторонам треугольника ABC, тоже пересека-
ются в одной точке.

9. Дан выпуклый пятиугольник ABCDE. Точки A1, B1, C1, D1, E1 таковы, что

AA1 ⊥ EB, BB1 ⊥ AC, CC1 ⊥ BD, DD1 ⊥ CE, EE1 ⊥ DA.

Кроме того, AE1 = AB1, BC1 = BA1, CB1 = CD1, DC1 = DE1. Докажите,
что тогда ED1 = EA1.

10. На сторонах AB и BC треугольника ABC выбраны точки P и Q такие, что
∠CPB = ∠B = ∠AQB. Пусть H — ортоцентр треугольника ABC. Перпенди-
куляр к стороне AC, восстановленный в точке A, пересекает луч HP в точке
X, а перпендикуляр к стороне AC, восстановленный в точке C, пересекает
луч HQ в точке Y . Докажите, что прямая XY перпендикулярна медиане BM
треугольника ABC.


