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Алгебра больших выражений
Важные формулы:

• an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ an−3b2 + an−4b3 + . . .+ bn−1);

• an + bn = (a+ b)(an−1 − an−2b+ an−3b2 − an−4b3 + . . .+ bn−1) для нечётного n;

• a2n − b2n = (an − bn)(an + bn).

Определение. Последовательность an называется арифметической прогрес-
сией, если an+1 = an + d.

В арифметической прогрессии an = a0 + nd. С помощью этого можно посчитать

сумму первых n членов прогрессии a1+a2+ . . .+an =
2a0 + nd

2
·n =

(
a0 +

nd

2

)
·n.

Определение. Последовательность bn называется геометрической прогрес-
сией, если bn+1 = bn · q, q ̸= 0.

В геометрической прогресии c q ̸= 1 сумма первых n членов равна:

b1 + b2 + b3 + . . .+ bn = b1 · (1 + q + q2 + . . . qn−1) = b1 ·
qn − 1n

q − 1
.

Идея. Пусть мы хотим посчитать сумму S = a1 + a2 + . . . + an, и верны
равенства a1 = b2 − b1; . . . ; an = bn+1 − bn, то S = bn+1 − b1.

• Последовательность an яляется разностной для последовательности bn.

• При b1 = 0 последовательность bn яляется для an последовательностью префикс-
сумм: b1 = 0, b2 = a1, b3 = a1 + a2, b4 = a1 + a2 + a3, . . .

Аналогично можно найти произведение P = a1 · a2 · . . . · an, где ai ̸= 0, если знать
последовательность ci, что ai =

ci+1

ci
. Тогда P =

cn+1

c1
.

Задачи для разбора

1. Докажите, что 1 + q + q2 + . . .+ qn =
qn+1 − 1

q − 1
при a ̸= 1.

2. Докажите, что 1 + 2 + 3 + . . .+ n =
n(n+ 1)

2
.

3. Докажите, что 1 + 3 + 5 + . . .+ (2n+ 1) = (n+ 1)2.
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4. Найдите значения выражений:

(а)
1

√
25 +

√
26

+
1

√
26 +

√
27

+
1

√
27 +

√
28

+ . . .+
1

√
99 +

√
100

.

(б)
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ . . .+

1

499 · 500
.

(в)
1

1 · 4
+

1

4 · 7
+

1

7 · 10
+ . . .+

1

2023 · 2026
.

(г)
1

1 · 4
+

1

2 · 5
+

1

3 · 6
+

1

4 · 7
+ . . .+

1

2023 · 2026
.

(д)
1

1 · 2 · 3
+

1

2 · 3 · 4
+

1

3 · 4 · 5
+ . . .+

1

18 · 19 · 20
.

5. Докажите неравенство:

1

12
+

1

22
+ . . .+

1

n2
< 2.

6. Найдите произведение

(а)
(1 + 1/2) · (1 + 1/3) · (1 + 1/4) · . . . · (1 + 1/100).

(б)
23 − 1

23 + 1
· 3

3 − 1

33 + 1
· 4

3 − 1

43 + 1
· . . . · 100

3 − 1

1003 + 1

Определение. Многочлен D(x) = P (x + 1) − P (x) называется разностным
для многочлена P (x). Степень разностного многочлена на 1 меньше степени
P (x).

Если знать для какого многочлена D(x) является разностным, то можно найти
сумму D(m) +D(m+ 1) + . . .+D(n) = P (n+ 1)− P (m).

7. Найдите сумму 12 + 22 + . . .+ 1002.


