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Пути, циклы и деревья

Определение. Простым путём (path) называется последовательность
различных вершин, в которой две соседние вершины связаны ребром.

Замечание. В русскоязычных источниках бывает путаница между простым путём
(path), путём (trail), где могут повторяться вершины, и маршрутом (walk), где мо-
гут повторяться и вершины, и рёбра. Ниже, как правило, под словом путь будет
подразумеваться именно простой путь (path).
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Рис. 1: Простой путь P5

Замечание. Всегда проверяйте, в чём измеряется длина пути в рамках задачи:

• в вершинах вместе с концами;

• в промежуточных вершинах;

• в рёбрах.

Определение. [Простым] циклом (cycle) называется путь (trail), в котором
совпадают только начальная и конечная вершины.

Замечание. В русскоязычных источниках бывает путаница между [простым] цик-
лом (cycle) и замкнутым путём (closed trail), где могут повторяться вершины. Ниже
будем опускать слово «простой» при описании цикла.
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Рис. 2: Цикл C5
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Лемма о хороводах. Если в графе у всех вершин степень 2, то он представ-
ляет из себя один или несколько циклов.

Принцип крайнего в графах. В задачах на пути и циклы полезны такие мысли:

• самый длинный простой путь графа нельзя удлинить;

• в самом коротком цикле графа нет диагоналей;

• в самом коротком нечётном цикле графа нет диагоналей.

Определение. Простой путь по всем вершинам называется гамильтоновым,
простой цикл по всем вершинам называется гамильтоновым.

Гамильтоновость сложна тем, что нет хороших необходимых критериев. Полезно
знать два достаточных критерия гамильтоновости:

• Критерий Дирака. Если в графе n вершин, при этом степень каждой не ме-
нее n/2, то в нём существует гамильтонов цикл.

• Критерий Оре. Если в графе n вершин, при этом сумма степеней любой
пары несмежных вершин не менее n, то в нём существует гамильтонов цикл.

Определение. Граф называется двудольным, если его вершины можно рас-
красить в два цвета так, что все рёбра соединяют вершины разных цветов.

В простом пути и простом цикле двудольного графа чередуются вершины разных
цветов. Из этого следуют следующие соображения:

• в двудольном графе нет циклов нечётной длины;

• если в двудольном графе есть гамильтонов цикл, то в долях поровну вершин;

• если в двудольном графе есть гамильтонов путь, то число вершин в долях
отличается не более чем на 1.

Определение. Граф называется связным, если между любыми двумя вер-
шинами в нём есть простой путь.

Подвешивание. В связном графе бывает полезно рассмотреть кратчайший про-
стой путь между парами вершин. Чтобы узнать длины всех кратчайших простых
путей от вершины A, нужно воспользоваться подвешиванием:

0. Выберем в графе вершину A (корень) и поставим её на уровень 0.

1. Все вершины, соединённые с A, получают уровень 1.

2. Все вершины, у которых ещё нет уровня и они соединены хотя бы с одной
вершиной уровня 1, получают уровень 2.
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3. Все вершины, у которых ещё нет уровня и они соединены хотя бы с одной
вершиной уровня 2, получают уровень 3.

4. . . .

Замечание. При подвешивании связного графа помните:

• число уровней зависит от выбранного корня;

• при подвешивании связного графа с циклами могут быть рёбра внутри уров-
ней или рёбра в одну вершину из нескольких вершин предыдущего уровня.

Свойства подвешивания.

• длина кратчайшего пути в рёбрах от A до B равна номеру уровня l, который
получит вершина B при подвешивании графа за вершину A;

• рёбра могут быть только между вершинами одного или соседних уровней;

• ребро внутри уровня формирует цикл нечётной длины;

• два ребра из одного уровня к одной и той же вершине следующего уровня
формируют цикл чётной длины;

• в кратчайшем пути между вершинами уровней i и j не более i+ j рёбер.

Применение. Подвешивание за вершину часто полезно в задачах про:

• смежность вершин;

• кратчайшие пути;

• наличие и отсутствие циклов.

Определение. Связный граф без циклов называется деревом.

При подвешивании дерева есть только рёбра «родитель-ребёнок», при этом у каж-
дого «ребёнка» ровно один «родитель». Пусть В — число вершин, Р — число рёбер.

Тогда в дереве верна формула В = Р + 1.

Определение. Граф без циклов называется лесом.

Каждая компонента связности леса — дерево, поэтому в ней ребёр на 1 меньше,
чем вершин. Пусть К — число компонент связности леса.

В лесу верна формула В = Р + К.

Минимальная связность. Из формул выше возникают следующие оценки:

• в графе без циклов Р = В − К ⩽ В − 1;

• в связном графе Р ⩾ В−1, т.к. удаление ребра из цикла не нарушает связность.
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Задачи для разбора
1. В Яндекс.Кружке 30 учеников, у каждого ровно по 2 друга. Докажите, что

можно организовать не менее 10 дежурств так, чтобы дежурили по двое дру-
зей, и никто не дежурил дважды.

Указание: Примените лемму о хороводах.

2. В простом неориентированном графе степень каждой вершины не меньше,
чем k (k ⩾ 2). Докажите, что в нём существуют:

(а) Простой путь из хотя бы k рёбер;

(б) Простой цикл из хотя бы k + 1 рёбер.

Указание: Простой путь наибольшей длины нельзя удлинить.

3. В стране 20 городов, из каждого города выходит хотя бы 10 дорог (каждая
дорога соединяет два города). Докажите, что в графе есть простой путь, про-
ходящий по всем вершинам.

Указание: Рассмотрите самый длинный простой путь.

4. Из восьми маленьких кубиков сложен куб. Можно ли, выйдя из центра боль-
шого куба и двигаясь по рёбрам маленьких кубиков, обойти все вершины ма-
леньких кубиков, побывав в каждой ровно один раз?

Указание: Предположите, что гамильтонов цикл есть.

5. В графе выделен какой-то цикл наименьшей длины k и произвольная верши-
на, не входящая в этот цикл. Какое наибольшее количество рёбер может быть
проведено между вершиной и циклом, если:

(а) k ⩾ 5?

(б) k = 4?

Указание: В цикле наименьшей длины нет диагоналей.

6. Степени всех вершин дерева равны 1 или 3, а наибольшая возможная длина
пути между двумя вершинами равна 10 рёбрам. Найдите наибольшее возмож-
ное количество вершин в дереве.

Указание: Подвесить за среднюю вершину пути длины 10.

7. В стране 124 города, некоторые пары городов соединены дорогами. Из каж-
дого города выходит три дороги. Докажите, что существует несамопересека-
ющийся циклический маршрут, состоящий не более чем из 11 городов.

Указание: Подвесить за вершину, предположить отсутствие коротких циклов,
прийти к проблемам в числе ребёр между 5 и 6 уровнями.
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8. Критерий двудольности графа. Вершины графа можно покрасить в 2
цвета так, чтобы не было рёбер между вершинами одного цвета, тогда и только
тогда, когда в графе нет циклов нечётной длины.

Указание: Подвесить за вершину, посмотреть на чётность циклов.

9. В кружке учатся 53 ученика. Известно, что если трое кружковцев попарно
не знакомы друг с другом, то какие-то двое из них имеют в кружке общего
знакомого. Докажите, что кто-то из учеников имеет в кружке хотя бы шесть
знакомых.

Указание: Предположить, что все степени не больше 5. Рассмотреть уровни 1
и 2 нескольких вершин, найти 3 вершиными, у которых попарные кратчайшие
пути больше 2.

10. Какое наибольшее число рёбер можно перекусить в проволочном каркасе куба
так, чтобы каркас не развалился на части?

Указание: Граф куба должен остаться связным, рёбер не меньше, чем в дереве.

11. Докажите, что в связном графе ровно один цикл тогда и только тогда, когда
в нём поровну вершин и ребёр.

Указание: Удаление любого ребра в связном графе с В = Р приводит к потере
всех циклов.

12. В стране 50 городов и 100 дорог между ними (каждая дорога соединяет два
города). Из любого города можно добраться до другого. Докажите, что мож-
но закрыть все дороги некоторого циклического маршрута так, чтобы по-
прежнему из любого города можно было добраться до любого другого.

Указание: Рассмотрите остовное дерево, воспользуйтесь соображениями ми-
нимальной связности.


