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Конструкции в теории чисел
28 января 2026 г.

Дедлайн сдачи и разбор задач — семинар 9 февраля.

Чтобы сдавать задачи продвинутого уровня, нужно сдать все задачи базового.

Базовый уровень
1. Докажите, что уравнение p! · q! = r! имеет бесконечно много решений в нату-

ральных числах, больших 1.

2. Назовём натуральное число почти квадратом, если оно равно произведению
двух последовательных натуральных чисел. Докажите, что каждый почти
квадрат можно представить в виде частного двух почти квадратов.

3. Найдите наименьшее натуральное число n, четверть которого является точной
пятой степенью, одна пятая — точной одиннадцатой степенью, одна одинна-
дцатая — точной четвёртой степенью.

4. Докажите, что к числу 2100 можно приписать слева несколько цифр так, чтобы
снова получилась степень двойки.

Продвинутый уровень
5. Докажите, что найдется такое натуральное число n > 1, что произведение

некоторых n последовательных натуральных чисел будет равно произведению
некоторых n+ 100 последовательных натуральных чисел.

6. (а) Докажите, что уравнение a5 = b3 + c2 имеет бесконечно много решений
в попарно различных натуральных числах.
(б) Существуют ли такие натуральные числа x, y, z, где x — нечетное число,
что выполнено равенство x10 + y10 = z11?

7. (письменно) Какие натуральные числа можно представить в виде

xy + yz + zx

x+ y + z
,

для некоторых попарно различных натуральных чисел x, y и z?

8. Приведите пример шести различных натуральных чисел таких, что произве-
дение любых двух из них не делится на сумму всех чисел, а произведение
любых трёх из них — делится.

9. (письменно) Докажите, что сушествует бесконечно много натуральных n
таких, что 2n + 1 делится на n.
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10. Докажите, что существует бесконечно много пар различных натуральных чи-
сел m и n, таких, что, во-первых, числа m и n имеют одни и те же простые
делители и, во-вторых, числа m + 1 и n + 1 имеют одни и те же простые
делители.


