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Конструкции в теории чисел
28 января 2026 г.

Задачи на конструкции, как правило, бывают одного из двух типов:

• доказать, что есть хотя бы один пример;

• доказать, что примеров бесконечное количество или «очень много».

В конструировании бывают полезны следующие приёмы:

• строить простые примеры и размножать их;

• строить пример в конкретном виде, накладываю удобные дополнительные
ограничения;

• вместо построения перебором одного примера подумать о бесконечной серии;

• построить пример, удовлетворяющий не всем условиям, а потом исправить.

Основные факты, которые могут помочь при конструировании с делимостью:

• рассмотрение простых множителей и их степеней вхождения;

• Теорема Эйлера. Для взаимно простых a и n верно, что aφ(n) ≡
n
1;

• Китайская теорема об остатках. Система из нескольких сравнений
x ≡ r1 (mod a1)

x ≡ r2 (mod a2)

. . .

x ≡ rn (mod an),

где модули a1, a2, . . . , an попарно взаимно просты, эквивалентна одному срав-
нению x ≡ r (mod a1a2 . . . an) для некоторого r.

Проблема. Поиск баланса между общим видом и частными случаями. Кон-
струкции часто не удаётся построить при:

• решении задачи в общем виде и попытках делать только равносильные
алгебраические переходы;

• подборе слишком частных случаев, которые по очевидным причинам
не могут быть корректными.

1. Взяли четыре натуральных числа. Для каждой пары этих чисел выписали
их наибольший общий делитель. Получились шесть чисел: 1, 2, 3, 4, 5, N , где
N > 5. Какое наименьшее значение может принимать число N?

2. Докажите, что существует степень тройки, в десятичной записи которой най-
дутся 1000 нулей подряд.
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3. Докажите, что найдутся 1000 подряд идущих натуральных чисел, никакое
из которых не является степенью (выше первой) натурального числа.

4. (а) Докажите, что уравнение ab(a−b)+bc(b−c)+ca(c−a) = 6 имеет бесконечно
много решений в целых числах.
(б) Опишите все решения уравнения из пункта (а) в целых числах.

5. Докажите, что уравнение a2+ b2− c2 = 2025 имеет бесконечно много решений
в натуральных числах, построив не менее 4 концептуально разных(!) серий.

6. Существуют ли шесть различных натуральных чисел a, b, c, d, e, f таких, что
справедливо равенство

(a+ b+ c+ d+ e+ f) : (1/a+ 1/b+ 1/c+ 1/d+ 1/e+ 1/f) = 2012?

7. Существуют ли 10 различных целых чисел таких, что все суммы, составленные
из 9 из них — точные квадраты?

8. Докажите, что существует бесконечно много таких пар (a, b) натуральных
чисел, что a2 + 1 делится на b, а b2 + 1 делится на a.

9. Найдите три нецелых(!) положительных числа a, b, c таких, что все числа
a+ b

a− b
,
b+ c

b− c
,
c+ a

c− a
— целые.

10. Постройте натуральные x, y такие, что x2 − y3 = 120120.


