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Двойной подсчёт и усреднение
AM(x1, x2, . . . , xn) — среднее арифметическое чисел x1, x2, . . . , xn. Пусть a1, a2, . . . , an
и b1, b2, . . . , bn — некоторые наборы чисел, k и l — некоторые числа. Тогда

• AM(a1 + b1, a2 + b2, . . . , an + bn) = AM(a1, a2, . . . , an) +AM(b1, b2, . . . , bn);

• AM(ka1 + l, ka2 + l, . . . , kan + l) = k ·AM(a1, a2, . . . , an) + l.

Мысль. Если среднее значение величины по всем случаям равно k, то

• есть случай, когда величина не больше k;

• есть случай, когда величина не меньше k.

Определение. Граф-звезда Sn (осьминожка, растопырка, галочка) — граф,
в котором одна вершина соединена с остальными n− 1 вершинами.

В графах часто помогают следующие двойные подсчёты и усреднения:

• подсчёт рёбер;

• подсчёт «осьминожек» (наборов из n− 1 соседей конкретной вершины);

• подсчёт треугольников.

Задачи для разбора
1. Можно ли в некоторые клетки квадрата 10× 10 поставить по одной звёздочке

так, чтобы в каждом квадрате 2 × 2 было ровно две звёздочки, а в каждом
прямоугольнике 3× 1 — ровно одна звёздочка?

2. На доске написано несколько натуральных чисел. Петя посчитал, сколько
на доске написано чисел, и записал результат. Затем Петя посчитал, сколько
чисел больших 1 первоначально было выписано на доске, и записал результат.
Потом он посчитал, сколько чисел больших 2 первоначально было выписано
на доске, и записал результат. И так далее. Докажите, что сумма выписанных
Петей чисел равна сумме первоначальных чисел.

3. (а) Можно ли расставить по кругу семь целых неотрицательных чисел так,
чтобы сумма каких-то трёх расположенных подряд чисел была равна 1, каких-
то трёх расположенных подряд — 2, . . . , каких-то трёх расположенных подряд
—- 7?

(б) По кругу в некотором порядке расставлены целые числа от 1 до 7. При ка-
ких максимальном a и минимальном b гарантированно найдутся три подряд
идущих числа с суммой хотя бы a и найдутся три подряд идущих числа с сум-
мой не более b.
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4. Рассмотрим все возможные последовательности длины 100 из букв А и Б.
Для каждой из этих 2100 последовательностей выпишем количество букв А
в ней. Найдите, чему чему равно среднее арифметическое всех выписанных
чисел:

(а) Посчитайте сумму всех выписанных чисел, разбив наши последователь-
ности на пары естественным образом.

(б) Сделайте это «в лоб», посчитав сколько существует последовательностей,
содержащих ровно k букв A.

(в) Сделайте это «правильно», посчитав сколько вносит в среднее арифмети-
ческое буква А на первом месте, на втором месте, и так далее.

5. На шахматной доске отметили 25 клеток. Докажите, что можно расставить 8
не бьющих друг друга ладей так, чтобы не менее 4 ладей стояли на отмеченных
клетках.

6. (а) Дана система из нескольких лампочек и переключателей. Каждый пере-
ключатель соединен с несколькими лампочками; к каждой лампочке подклю-
чен хотя бы один переключатель. При нажатии на переключатель все лам-
почки меняют состояние: выключенные включаются, а включенные выклю-
чаются. Докажите, что нажав на несколько переключателей, можно добиться
того, чтобы хотя бы половина всех лампочек была включена. Изначально все
лампочки выключены.

(б) Теперь лампочек ровно 99, каждая лампочка соединена с 25 переклю-
чателями, а всего переключателей 50. Докажите, что можно нажать на 17
различных переключателей так, чтобы загорелось хотя бы 50 лампочек.

7. (а) В компании из 20 человек у каждого хотя бы 10 знакомых. Докажите, что
найдутся такие две тройки людей, что любые два человека из разных троек
знакомы.

(б) Какое минимальное количество знакомых должно быть у каждого, чтобы
при таком способе решения гарантировать наличие K2,3?


