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Теория чисел – 3
1. Докажите, что число 1..12..2...9..9 − 123456789 делится на простое число p

(в первом числе каждая цифра повторяется p раз).

2. Палиндромом называется натуральное число, которое одинаково читается сле-
ва направо и справа налево. Дано простое число p ⩽ 2017. Докажите, что
существует палиндром из не более чем 449 цифр, кратный p.

3. Докажите, что для любого простого p > 3 существует бесконечно много n
таких, что 2n + 3n + 6n − 1 делится на p.

4. На доске написаны числа 100
1 , 99

2 , . . . , 1
100 . Можно ли выбрать какие-то девять

из них, произведение которых равняется единице?

5. (Письменно) Докажите, что для любого натурального n найдётся число
с суммой цифр n, кратное n, десятичная запись которого состоит только из ну-
лей и единиц.

6. Пусть p — простое число. Докажите, что (2p− 1)!− p делится на p2.

7. Укажите все ошибки в решении и приведите верное доказательство:

Условие: «Докажите, что 22
p − 4 делится на 2p − 1 для простого p».

Решение: «Число 2p−1 нечётное число, поэтому оно взаимно просто с 2. По ма-
лой теореме Ферма 22

p−2 ≡ 1 (mod 2p−1). Домножая обе части сравнения на 4,
получим 22

p ≡ 4 (mod 2p − 1), что равносильно утверждению задачи».

8. Лемма Туэ. Пусть n — натуральное число, большее единицы. Докажите,
что для всякого натурального a, взаимно простого с n, существуют такие на-
туральные x и y, не превосходящие

√
n, что ay ≡ ±x (mod n).

9. Докажите, что число 4ab− a− b не является точным квадратом ни при каких
натуральных числах a и b.


