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Идея. Либо у n целых чисел попарно различные остатки от деления на n,
либо среди них есть два числа с одинаковым остатком при делении на n.

Лемма об арифметической прогрессии. При взаимно простых n и m
и целом l числа (m+l), (2m+l), . . . , (nm+l) имеют попарно различные остатки
по модулю n. Часто используется прогрессия с l = 0.

Определение. Остатки m и x такие, что mx ≡ 1 (mod n) называют обрат-
ными друг к другу по модулю n и обозначают x ≡

n
m−1 и m ≡

n
x−1.

Теорема Вильсона. Натуральное число n > 1 является простым тогда
и только тогда, когда (n− 1)! ≡ −1 (mod n).

Важно понимать, что обратные остатки — это не остатки дробей. Обратные остатки
помогают корректно использовать арифметические свойства дробей в сравнениях
по модулю.

Свойства. Все знаменатели взаимно просты с модулем n.
• a

b определено однозначно по модулю n и сравнимо с a · b−1

• a
b ≡ c

d (mod n) ⇐⇒ ad ≡ bc (mod n)
• ac

bc ≡ a
b (mod n)

• a
b · c

d ≡ ac
bd (mod n)

• a
b + c

d ≡ ad+bc
bd (mod n)

Малая теорема Ферма (МТФ). У МТФ две равносильные формулировки.
• Если p — простое и a взаимно просто с p, то ap−1 ≡ 1(mod p).
• Если p — простое и a целое, то ap ≡ a(mod p).

МТФ помогает найти обратный остаток по простому модулю: ap−2 ≡ a−1 (mod n).

Теорема о репьюнитах. Для простого p > 5 число 1...1︸︷︷︸
p−1

··· p.

Теорема Жирара. p — простое число вида p = 4k + 3. Если x2 + y2 ··· p,
то x, y ··· p.
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Определение. Функция Эйлера φ(n) — это количество натуральных чисел,
не превосходящих n и взаимно простых с n.

Лемма о взаимно простых остатках. Числа m и n взаимно просты тогда
и только тогда, когда остаток rm числа m по модулю n взаимно прост с n.

Свойство. Для взаимно простых n и m выполнено φ(nm) = φ(n) · φ(m).

Таким образом, функция Эйлера φ(n) может быть посчитана так:

• φ(p) = p− 1, где p — простое число;

• φ(pα) = pα − pα−1, где p — простое число;

• φ(n) = (pα1
1 − pα1−1

1 )(pα2
2 − pα2−1

2 ) . . . (pαk

k − pαk−1
k ), где n = pα1

1 pα2
2 . . . pαk

k —
каноническое разложение числа n на простые множители.

Теорема Эйлера. Пусть n натуральное, а a взаимно просто с n. Тогда
aφ(n) ≡ 1 (mod n).

Теорема Эйлера даёт способ нахождения обратного остатка: aφ(n)−1 ≡ a−1 (mod n).


