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Принцип крайнего и упорядочивание
29 октября 2025 г.

Задачи для разбора на лекции

Идея 1. Часто в задаче бывает удобно рассмотреть крайний объект, чтобы
с него раскрутить всю задачу.

1. В пустыне расположено 2025 наблюдательных пунктов. Каждый следит за бли-
жайшим к нему (среди расстояний между пунктами нет одинаковых).
(а) Докажите, что есть два наблюдательных пункта, следящих друг за дру-
гом.
(б) Докажите, что есть наблюдательный пункт, за которым никто не наблю-
дает. (Подсказка. Рассмотрите в качестве параметра расстояния между
пунктами)

2. На шахматной доске расставлены ладьи. Докажите, что найдётся ладья, бью-
щая не более 2 других ладей. (Подсказка. Рассмотрите сначала множество
самых верхних ладей)

3. По кругу выписано несколько чисел, каждое из которых равно среднему ариф-
метическому двух соседних с ним. Докажите, что все эти числа равны.

4. Дан произвольный набор n целых чисел a1, a2, · · · , a2k+1. Из него получается
новый набор: a1+a2

2 , a2+a3

2 , · · · , an−1+an

2 , an+a1

2 ; из этого набора — следующий
по тому же правилу и т. д. Докажите, что если все получающиеся числа целые,
то все первоначальные числа равны. (Подсказка. Рассмотрите наибольшее
число на каждом шаге)

Идея 2. Часто в наборе чисел, можно выделить наибольший/наименьший
элемент не нарушая общности.

Определение 2. Набор является циклическим, если можно поменять все
элементы местами по циклу и условие задачи не изменится.

5. Докажите неравенство x3 + y3 + z3 ⩾ x2y + y2z + xz2. (Подсказка. Выделите
наибольшее число)

Идея 3. Набор параметров/чисел бывает удобнее рассматривать, если все
элементы расположены в некотором порядке.



Яндекс.Кружок 8 класс, продвинутый поток, лекция

Определение 3. Набор является симметрическим, если можно поменять 2
элемента местами и условие задачи не изменится.

6. Докажите неравенство x4 + y4 + z4 ⩾ x2yz + xy2z + xyz2. (Подсказка. Упоря-
дочите числа x ⩾ y ⩾ z)

Теорема. Транснеравенство: если x1 ⩽ x2 ⩽ · · · ⩽ xn, и y1 ⩽ y2 ⩽ · · · ⩽ yn, то
для произвольной перестановки σ чисел {1, 2, . . . , n} выполняется неравенство:
x1yn + x2yn−1 + · · ·+ xny1 ⩽ x1yσ(1) + x2yσ(2) + · · ·+ xnyσ(n) ⩽
⩽ x1y1 + x2y2 + · · ·+ xnyn

(Подсказка. Посмотрите в какую сторону уменьшится неравенство, если x1y1 +
+ x2y2 поменять на x1y2 + x2y1)


