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Делимость и остатки
3 ноября 2025 г.

Теорема. Для любых целых чисел a и d ̸= 0 можно разделить с остатком a
на d, т.е. представить число a в виде

a = dq + r,

где q, r ∈ Z и 0 ⩽ r < |d|, причём такое представление единственно.

Например, a = −5, d = −3: −5 = (−3) · 2 + 1, здесь q = 2, r = 1.
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Определение. Целое число a делится [нацело] на целое число d ̸= 0, если
существует такое целое число k, что a = dk.

Обозначение. Если целое число a делится на целое число d, то это можно
записать в виде a ··· d или d | a.

Синонимы:

• a кратно d

• a является кратным d

• d делит a

• d является делителем a

Свойства делимости:

• Если целые числа a и b делятся на целое число d, то их сумма и разность
делятся на d.

• Если каждое слагаемое в сумме делится на d, то вся сумма делится на d.

• Если ровно одно слагаемое в сумме не делится на d, то и вся сумма не делится
на d.

• Если в произведении целых чисел один из множителей делится на d, то про-
изведение делится на d.

• Если a делится на d, а b делится на e, то ab делится на de.
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• Если a делится на b, а b делится на d, то a делится на d.

• На 0 делить нельзя.

• 0 делится на любое целое ненулевое число.

• Любое целое число делится на 1 и −1.

• Любое целое ненулевое число a делится на a и −a.

• Среди n последовательных целых чисел есть ровно одно число, кратное n.

• Разность целых чисел a и b делится на целое число d тогда и только тогда,
когда у a и b одинаковые остатки при делении на d.

Задачи для разбора на лекции
1. Сумма цифр a и b равна 7. Докажите, что число вида aba делится на 7.

Указание: воспользоваться разрядной записью числа.

2. Известно, что a кратно 3, b кратно 2. Докажите, что 2a+ 3b кратно 6.
Указание: представить a и b по определению делимости.

3. Известно, что 2+ a и 35− b делятся на 11. Докажите, что a+ b делится на 11.
Указание: воспользоваться арифметическими свойствами делимости.

4. Произведение и сумма целых чисел a и b делятся на k. Докажите, что сумма
кубов a и b делится на k2.
Указание: воспользоваться ФСУ для суммы кубов и квадрата суммы.

5. (а) Докажите, что при любом целом n число n3 − n делится на 3.
(б) Докажите, что при любом нечётном n число n3 − n делится на 8.
(в) На какое наибольшее натуральное число гарантированно делится произ-
ведение 4 последовательных целых чисел?
Указание: воспользоваться ФСУ и свойством последовательных чисел.

6. (а) Число a даёт остаток 15 при делении на 44. Какой остаток может быть
у a при делении на 11?
(б) Число a даёт остаток 5 при делении на 7. Какой остаток может быть у a
при делении на 35?
Указание: воспользоваться определением.
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Свойства. Пусть остатки чисел a и b при делении на d соответственно равны
ra и rb. Тогда равны следующие остатки при делении на d:

• остаток числа a+ b и числа ra + rb;
• остаток числа a− b и числа ra − rb;
• остаток числа a · b и числа ra · rb.

7. (а) Найдите остаток при делении числа 2017 · 2018 · 2019 + 20202 на 7.
(б) Найдите остаток от деления числа 1 + 2 + 3 + . . .+ 15 на 15.
(в) Найдите остаток от деления числа 1! + 2! + 3! + . . .+ 15! на 15.
Указание: воспользоваться арифметическими свойствами остатков.

Определение. Натуральные числа в зависимости от числа натуральных де-
лителей:

• 1 — один натуральный делитель
• простые — два натуральных делителя
• составные — не менее трёх натуральных делителей

Свойство. Если произведение нескольких натуральных чисел делится
на простое число p, то хотя бы один из множителей делится на p.

8. Пусть a и b — целые числа. Докажите, что если a2 + 9ab + b2 делится на 11,
то и a2 − b2 делится на 11.
Указание: разложить на множители.

9. Числа p, q и pq + 1 — простые. Докажите, что (2p + q)(p + 2q) делится на 4.
Указание: рассмотреть варианты чётности простых.


