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Десятичная запись числа
Запись натуральных чисел, которой мы пользуемся, называется десятичной. Та-
кое название связано с тем, что десять единиц каждого разряда составляют одну
единицу следующего, старшего разряда. Например, десять единиц составляют один
десяток, десять десятков — одну сотню и так далее. Число 2026 можно представить
в виде суммы:

2026 = 2 · 1 000 + 0 · 100 + 2 · 10 + 6 · 1.

Любое четырёхзначное число можно записать так abcd. Черта над выражением
означает, что это десятичная запись числа. То есть, что d— это цифра, обозна-
чающая число единиц, c— цифра, обозначающая число десятков, b— цифра, обо-
значающая число сотен, a— ненулевая цифра, обозначающая число тысяч. Иначе
говоря,

abcd = a · 1 000 + b · 100 + c · 10 + d · 1.

Аналогичным образом можно записать двузначные, трёхзначные, пятизначные чис-
ла и так далее. Любое натуральное число можно записать в виде anan−1 . . . a1a0, где
a0 — это цифра, обозначающая число единиц, a1 — это цифра, обозначающая число
десятков, . . . , an — ненулевая цифра, то есть

anan−1 . . . a1a0 = an · 10n + an−1 · 10n−1 + · · ·+ a1 · 10 + a0 · 1.

Задача 1
Докажите, что число ab+ ba делится на 11.

Решение.

ab+ ba = (10a+ b) + (10b+ a) = 11a+ 11b = 11(a+ b) ··· 11.

Задача 2
Сумма цифр a и b делится на 7. Докажите, что число вида
( a ) aba;
(b ) aab0b делится на 7.

Решение.

( a ) aba = 100a+10b+a = 101a+10b = 91a+10(a+b) ··· 7, так как 91 ··· 7 и (a+b) ··· 7.

(b ) aab0b = 11000a+ 101b = 10899a+ 101(a+ b) ··· 7, так как 10899 ··· 7 и (a+ b) ··· 7.
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Задача 3
Найдите все ( a ) двузначные числа, (b ) натуральные числа, которые в 5 раз боль-
ше суммы своих цифр.

Решение.

( a )

ab = 5(a+ b)

10a+ b = 5a+ 5b

5a = 4b

Поскольку a и b — цифры, то b = 5 и a = 4.

Ответ: 45.

(b ) Рассмотрим случай трёхзначного числа

cab = 5(c+ a+ b)

100c+ 10a+ b = 5c+ 5a+ 5b

95c+ 5a = 4b

Но это невозможно, поскольку левая часть больше правой. В самом деле, a, b и c —
цифры, поэтому 95c+ 5a ⩾ 95 > 36 ⩾ 4b.

Теперь рассмотрим случай четырёхзначного числа

dcab = 5(d+ c+ a+ b)

1000d+ 100c+ 10a+ b = 5d+ 5c+ 5a+ 5b

995d+ 95c+ 5a = 4b

Но это невозможно, поскольку левая часть больше правой. В самом деле, a, b, c
и d — цифры, поэтому 995d+ 95c+ 5a ⩾ 995 > 36 ⩾ 4b.

Далее видим, что чем больше знаков в числе, тем, в результате, больше становится
левая часть, и поэтому она не может равняться правой.

. . . edcab = 5(· · ·+ e+ d+ c+ a+ b)

· · ·+ 10 000e+ 1000d+ 100c+ 10a+ b = · · ·+ 5e+ 5d+ 5c+ 5a+ 5b

· · ·+ 9995e+ 995d+ 95c+ 5a = 4b

· · ·+ 9995e+ 995d+ 95c+ 5a ⩾ . . . 9 995 > 36 ⩾ 4b.
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Признаки делимости

Признак делимости на 10, 2 и 5
Натуральное число A делится

на 10 ⇔ его последняя цифра равна 0.

на 2 ⇔ его последняя цифра делится на 2.

на 5 ⇔ его последняя цифра делится на 5.

Доказательство.

anan−1 . . . a10 = anan−1 . . . a1 · 10

anan−1 . . . a1a0 = anan−1 . . . a10 + a0

Признаки равноостаточности на 10, 2 и 5
Натуральное число A при делении на 10, 2, 5 даёт такой же остаток, как его по-
следняя цифра.

Доказательство.

anan−1 . . . a10 = anan−1 . . . a1 · 10

anan−1 . . . a1a0 = anan−1 . . . a10 + a0
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Признаки делимости на 100, 4, 25
Натуральное число A делится

на 100 ⇔ его последние две цифры равны 0.

на 4 ⇔ число, образованное двумя его последними цифрами, делится на 4.

на 25 ⇔ число, образованное двумя его последними цифрами, делится на 25.

Доказательство.

anan−1 . . . a200 = anan−1 . . . a2 · 100

anan−1 . . . a2a1a0 = anan−1 . . . a200 + a1a0

Признаки равноостаточности на 100, 4, 25
Натуральное число A при делении на 100, 4, 25 даёт такой же остаток, как число,
образованное двумя его последними цифрами.

Доказательство.

anan−1 . . . a200 = anan−1 . . . a2 · 100

anan−1 . . . a2a1a0 = anan−1 . . . a200 + a1a0

Признаки делимости на 1 000, 8, 125
Натуральное число A делится

на 1 000 ⇔ его последние три цифры равны 0.

на 8 ⇔ число, образованное тремя его последними цифрами, делится на 8.

на 125 ⇔ число, образованное тремя его последними цифрами, делится на 125.

Доказательство.

anan−1 . . . a3000 = anan−1 . . . a3 · 1 000

anan−1 . . . a3a2a1a0 = anan−1 . . . a3000 + a2a1a0

Признаки равноостаточности на 1 000, 8, 125
Натуральное число A при делении на 1 000, 8, 125 даёт такой же остаток, как число,
образованное тремя его последними цифрами.

Доказательство.

anan−1 . . . a3000 = anan−1 . . . a3 · 1 000

anan−1 . . . a3a2a1a0 = anan−1 . . . a3000 + a2a1a0
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Признак делимости на 10k, 2k, 5k

Натуральное число A делится

на 10k ⇔ его последние k цифр равны 0.

на 2k ⇔ число, образованное k его последними цифрами, делится на 2k.

на 5k ⇔ число, образованное k его последними цифрами, делится на 5k.

Доказательство.

anan−1 . . . ak 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k шт.

= anan−1 . . . ak · 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k шт.

= anan−1 . . . ak · 10k

anan−1 . . . a1a0 = anan−1 . . . ak 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k шт.

+ ak−1 . . . a1a0

Признаки равноостаточности на 10k, 2k, 5k

Натуральное число A при делении на 10k, 2k, 5k даёт такой же остаток, как число,
образованное k его последними цифрами.

Доказательство.

anan−1 . . . ak 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k шт.

= anan−1 . . . ak · 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k шт.

= anan−1 . . . ak · 10k

anan−1 . . . a1a0 = anan−1 . . . ak 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k шт.

+ ak−1 . . . a1a0
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Признаки делимости на 3 и на 9
Натуральное число A делится

на 3 ⇔ сумма всех его цифр делится на 3.

на 9 ⇔ сумма всех его цифр делится на 9.

Доказательство.

abcd = 1000a+ 100b+ 10c+ d = 999a+ a+ 99b+ b+ 9c+ c+ d =

= (999a+ 99b+ 9c︸ ︷︷ ︸
···3 и ···9

) + (a+ b+ c+ d)

anan−1 . . . a3a2a1a0 = 10nan + 10n−1an−1 + · · ·+ 1000a3 + 100a2 + 10a1 + a0 =

= (9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n шт.

an + 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n−1 шт.

an−1 + · · ·+ 999a3 + 99a2 + 9a1)+

+(an + an−1 + · · ·+ a3 + a2 + a1 + a0)

Признаки равноостаточности на 3 и на 9
Натуральное число A при делении на 3 и на 9 даёт такой же остаток, как сумма
всех его цифр.

Доказательство.

anan−1 . . . a3a2a1a0 = 10nan + 10n−1an−1 + · · ·+ 1000a3 + 100a2 + 10a1 + a0 =

= (9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n шт.

an + 9 . . . 9︸ ︷︷ ︸
n−1 шт.

an−1 + · · ·+ 999a3 + 99a2 + 9a1)+

+(an + an−1 + · · ·+ a3 + a2 + a1 + a0)
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Признак делимости на 11
Натуральное число A делится на 11 ⇔ разность суммы цифр, стоящих на чётных
местах, и суммы цифр, стоящих на нечётных местах, делится на 11.

Доказательство.

abc def = 100 000a+ 10 000b+ 1000c+ 100d+ 10e+ f =

= 100 001a− a+ (9 999b+ b+ 1001c− c+ 99d+ d+ 11e− e+ f =

= (100 001a+ 9999b+ 1001c+ 99d+ 11e︸ ︷︷ ︸
···11

)− a+ b− c+ d− e+ f

Признак равноостаточности на 11
Натуральное число A = anan−1 . . . a3a2a1a0 при делении на 11 даёт такой же оста-
ток, как число a0 − a1 + a2 − a3 + · · ·+ (−1)nan


