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Знакомство с графами

Задача 1
Между девятью планетами Солнечной системы введено космическое сообщение. Ра-
кеты летают по следующим маршрутам: Земля—Меркурий, Плутон—Венера, Зем-
ля—Плутон, Плутон—Меркурий, Меркурий—Венера, Уран—Нептун, Нептун—Са-
турн, Сатурн—Юпитер, Юпитер—Марс и Марс—Уран. Можно ли добраться с Зем-
ли до Марса?

Решение:

Нарисуем схему: планетам будут соответствовать точки, а соединяющим их марш-
рутам — непересекающиеся между собой линии. Теперь видно, что долететь от
Земли до Марса нельзя.
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Задача 2
Можно ли, сделав несколько ходов конями из исходного положения (левый рису-
нок), расположить их так, как показано на правом рисунке? (Выходить за пределы
поля 3× 3 не разрешается.)

Решение:

Занумеруем клетки доски числами 1, 2, 3, . . . , 9 как показано на рисунке.
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Каждой клетке сопоставим точку на плоскости, и если из одной клетки можно
попасть в другую ходом коня, то соединим соответствующие точки линией.
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Перерисуем в более удобном виде и изобразим исходную и требуемую расстановки
коней.
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Порядок следования коней на окружности, очевидно, не может измениться. Поэто-
му переставить коней требуемым образом невозможно.
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Решения этих двух внешне не похожих друг на друга задач объединяет общая
идея: графическое изображение условия. При этом получившиеся картинки тоже
оказались очень похожими.

Определение 1
Графом будем называть набор точек, некоторые из которых соединены линиями.
Точки при этом называются вершинами графа, а линии — рёбрами.

Определение 2
Путём называется последовательность рёбер, каждое следующее из которых начи-
нается в конце предыдущего. Замкнутым путём называется такой путь, у которо-
го начало и конец совпадают. Циклом называется замкнутый путь, не содержащий
дважды одно и то же ребро.

Определение 3
Граф называется связным, если любые две его вершины могут быть соединены
путём.

Возникает вопрос: а как выглядит несвязный граф? Он состоит из нескольких «кус-
ков», в каждом из которых от любой вершины можно добраться по рёбрам до любой
другой. Эти «куски» называются компонентами связности графа. Каждая компо-
нента связности является, конечно, связным графом. Отметим также, что связный
граф имеет одну компоненту связности.

В обеих задачах построенные нами графы оказались несвязными. Так в первой
задаче получился несвязный граф из двух компонент связности. В первой компо-
ненте оказались вершины, соответствующие планетам: Земля, Меркурий, Плутон
и Венера, а во второй — Уран, Нептун, Сатурн, Юпитер и Марс. Во второй за-
даче также две компоненты связности. Одна из них состоит только из вершины,
соответствующей центральной клетке доски, а другая — из всех остальных вершин.
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Задача 3
В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путешественник
обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только в том случае,
если двузначное число, составленное из цифр-названий этих городов, делится на 3.
( a ) Можно ли добраться из города 1 в город 3? Назовите все города, в которые
можно добраться из города 1.
(b ) Та же задача, но города соединены, если из их номеров можно составить дву-
значное число, кратное 8.

Решение:

Нарисуем граф: городам будут соответствовать вершины, а авиалиниям — рёбра.
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Заметим, что получился несвязный граф с двумя компонентами связности. В одной
компоненте находятся города 1, 2, 4, 5, 7, 8, а в другой — 3, 6, 9. Поэтому из города
1 нельзя добраться до города 3. Из города 1 можно добраться только до городов 1,
2, 4, 5, 7, 8.
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(b )
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Заметим, что получился связный граф. Поэтому из города 1 можно добраться до
города 3 по маршруту 1—6—4—2—3. Из города 1 можно добраться до любого другого
города. Это становится более наглядным, если граф нарисовать по-другому.
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Задача 4
На День рождения к Андрею пришли Вася, Глеб, Даша, Митя, Петя, Соня и Тимур.
Покажите, как восьмерых ребят можно рассадить за круглый стол, чтобы у любых
двух, сидящих рядом, в именах встречались одинаковые буквы.

Решение:

Нарисуем граф: ребятам будут соответствовать вершины,
а ребром соединены те вершины, которые соответствуют
ребятам, в именах которых встречаются одинаковые бук-
вы.
Между названиями вершин и именами ребятам следующее
соответствие: A— Андрей, V — Вася, G— Глеб, D — Даша,
M — Митя, P — Петя, S — Соня, T — Тимур.
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Заметим, что Глеб может сидеть только рядом с Андреем
и Петей, а Даша — c Васей и Андреем. Следовательно, Ан-
дрей будет сидеть между Глебом и Дашей. Таким образом,
за столом последовательно сидят Петя, Глеб, Андрей, Да-
ша, Вася. Перерисуем граф, расположив последовательно
Петю, Глеба, Андрея, Дашу и Васю.
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Пунктиром выделены рёбра, соответствующие ребятам, которые не могут сидеть
рядом. Андрей точно сидит рядом с Глебом и Дашей, поэтому он не может сидеть
больше ни с кем рядом. Также Петя и Вася не могут сидеть рядом, так как между
ними должно сидеть ещё 3 человека.

Теперь видно, что поскольку Тимур не может сидеть ря-
дом с Андреем, то он сидит рядом с Петей и Митей. Та-
ким образом, последовательно Митя, Тимур, Петя, Глеб,
Андрей, Даша, Вася. На последнее место остаётся Соня.
Окончательная рассадка за столом продемонстрирована
на рисунке.
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Изоморфные графы
Вёрнёмся к предыдущим задачам.

Задача 2
Можно ли, сделав несколько ходов конями из исходного положения (левый рису-
нок), расположить их так, как показано на правом рисунке? (Выходить за пределы
поля 3× 3 не разрешается.)

При её решении мы занумеровали клетки доски числами 1, 2, 3, . . . , 9, а затем
построили граф, где каждой клетке соответствует вершина, а если из одной клет-
ки можно попасть в другую ходом коня, то соответствующие вершины соединены
ребром.

1 2 3

4 5 6

7 8 9

Такой граф был изображён двумя разными способами.
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Задача 3
В стране Цифра есть 9 городов с названиями 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9. Путешественник
обнаружил, что два города соединены авиалинией в том и только в том случае,
если двузначное число, составленное из цифр-названий этих городов, делится на 3.
( a ) Можно ли добраться из города 1 в город 3? Назовите все города, в которые
можно добраться из города 1.
(b ) Та же задача, но города соединены, если из их номеров можно составить дву-
значное число, кратное 8.

При её решении в пункте ( b ) мы построили граф, где городам соответствуют
вершина, а авиалиниям — рёбра. Такой граф был изображён двумя разными спо-
собами.
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Задача 4
На День рождения к Андрею пришли Вася, Глеб, Даша, Митя, Петя, Соня и Тимур.
Покажите, как восьмерых ребят можно рассадить за круглый стол, чтобы у любых
двух, сидящих рядом, в именах встречались одинаковые буквы.

При её решении мы построили граф, где ребятам соответствуют вершины, а ребром
соединены те вершины, которые соответствуют ребятам, в именах которых встре-
чаются одинаковые буквы. Такой граф был изображён тремя разными способами.
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Определение 4
Один и тот же граф можно изображать по-разному. Важно лишь, какие вершины
соединены друг с другом, а какие — нет. Такие одинаковые, но может быть, по-
разному нарисованные графы принято называть изоморфными.
Строго говоря, два графа называются изоморфными, если у них поровну вершин,
и вершины каждого графа можно занумеровать числами 1, 2, 3, . . . так, чтобы вер-
шины первого графа были соединены ребром в точности, когда соединены ребром
соответствующие (занумерованные теми же числами) вершины второго графа.

Определение 5
Граф называется полным, если в нём каждая вершина соединена с каждой.
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Задача 5
Изоморфны ли графы на рисунке?

Ответ: нет.

Задача 6
Изоморфны ли графы на рисунке?

Ответ: да.

Задача 7
Какие из графов на рисунках ниже изоморфны?

( a ) (b ) ( c ) (d )

Ответ: графы ( a ) и ( c ).
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Задача 8
Какие из графов на рисунках ниже изоморфны?

( a ) (b ) ( c ) (d ) ( e )

Ответ: графы ( c ) и ( d ).

Задача 9
Изоморфны ли графы на рисунке?

Ответ: нет.
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Степень вершины

Определение 6
Степенью вершины называется количество ребёр, выходящих из данной вершины.

Задача 10
Докажите, что не существует графа с пятью вершинами, степени которых равны
4, 4, 4, 4, 2.

Решение:
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Задача 11
Семь человек играли в шахматы. Известно, что Антон сыграл шесть партий, Боря —
пять, Вася и Гена — по три, Дима и Егор — по две, Женя — одну. Кто с кем сыграл?

Решение:
A— Андрей,
B — Боря,
V — Вася,
G— Гена,
D — Дима,
E — Егор,
J — Женя.
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Задача 12
Верно ли, что два графа изоморфны, если
( a ) у них по 10 вершин, степень каждой из которых равна 9?
(b ) у них по 8 вершин, степень каждой из которых равна 3?
( c ) они связны, без циклов и содержат по 6 рёбер?

Решение:

( a ) да.

(b ) нет.

( c ) нет.


