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Делимость
Целыми числами мы будем называть натуральные числа и 0. (В дальнейшем к це-
лым числам добавятся ещё и отрицательные числа).

Напоминание. Говорят, что целое число a делится на целое число b, если суще-
ствует такое целое число c, что a = bc. Число c называется частным от деления
a на b. Если целое число a делится на целое число b, то пишут a ··· b (читается «a
делится на b» или «a кратно b»).

Основные свойства делимости:

1. Любое целое число a делится само на себя.

a ··· a.

Проверим по определению. Целое число a делится на целое число a, если
существует такое целое число c, что a = ac. Такое c существует, это c = 1:
a = a · 1.

2. 0 делится на любое целое число a.

0 ··· a.

Поскольку 0 = a · 0, то при c = 0 будет верно 0 = ac, а это по определению
означает, что 0 делится на a.

3. Любое целое число a делится на 1.

a ··· 1.

Так как можно записать a = 1 · a, то это по определению означает, что a
делится на 1.

4. Если a ··· c и b ··· c, то (a+ b) ··· c и (a− b) ··· c.
Поскольку a ··· c и b ··· c, то существуют такие целые числа n и m, что a = cn
и b = cm. Тогда по распределительному свойству умножения относительно
сложения

a+ b = cn+ cm = c(n+m).

А это означает, что (a+ b) ··· c. Аналогично по рараспределительному свойству
умножения относительно вычитания

a− b = cn− cm = c(n−m).

А это означает, что (a− b) ··· c.
5. Если a ··· b и b ··· c, то a ··· c.

Поскольку a ··· b и b ··· c, то существуют такие целые числа n и m, что a = bn и
b = cm. Тогда

a = bn = (cm)n = c(mn).

А это означает, что a ··· c.
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6. Если a ··· b, то ka ··· b для любого целого k.
Поскольку a ··· b, то существуют такое целое число n, что a = bn. Тогда ka =
kbn = b(kn). А это означает, что ka ··· b.

7. Если a ··· b, то ka ··· kb для любого целого k.
Поскольку a ··· b, то существуют такое целое число n, что a = bn. Тогда ka =
kbn = (kb)n. А это означает, что ka ··· kb.

8. Если a ··· b и c ··· d, то ac ··· bd.
Поскольку a ··· b и c ··· d, то существуют такие целые числа n и m, что a = bn и
c = dm. Тогда

ac = bndm = bd(nm).

А это означает, что ac ··· bd.
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Простые и составные числа
Определение. Простое число — это натуральное число, больше единицы, имеющее
ровно два натуральных делителя: 1 и само себя.

Определение. Составное число — это натуральное число, большее единицы, кото-
рое не является простым. Другими словами, составное число — это такое натураль-
ное число, которое делится нацело более чем на два натуральных числа.

Вернёмся к свойству делимости: Если a ··· b и b ··· c, то a ··· c. Оно означает, что если
число a делится на число b, то число a делится на любой простой делитель числа b.
А значит, чтобы выяснить является ли число a простым, не нужно проверять делит-
ся ли оно на составные числа. Остаётся проверить делится ли число a на простые
числа. А на какие простые числа нужно проверять делимость? Понятно, что число
a точно не может делиться на числа, большие a. Поэтому можно не проверять дели-
мость на простые числа, большие a. Можно ли ещё уменьшить диапазон проверки?
Можно. Понятно, что чётное число, большее 2, не простое. А для нечётного числа
a понятно, что оно не разделится на простое число, большее (a+ 1) : 2, потому что
в результате деления неполное частное будет больше 1 и меньше 2. Но можно ещё
уменьшать диапазон проверки. Давайте посмотри на примере следующей задачи
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Задача
Является ли простым число ( a ) 401; (b ) 323? Ответ объясните.

Решение. ( a ) Проверим, что 401 ̸ ··· 2 и 401 ̸ ··· 3. Как мы заметили выше, можно
не проверять, что 401 ̸ ··· 4. В самом деле, предположим противное, пусть 401 ··· 4, то
так как 4 ··· 2, то по свойству делимости 401 ̸ ··· 2, противоречие. Аналогично 401 не
будет делиться на любое чётное число и на любое число, кратное 3.

Проверим, что 401 ̸ ··· 5, 401 ̸ ··· 7, 401 ̸ ··· 11, 401 ̸ ··· 13, 401 ̸ ··· 17, 401 ̸ ··· 19, 401 ̸ ··· 23.

На сколько простых чисел нужно ещё проверять делимость числа 401? Как мы
заметили выше, 401 точно не разделится на простое число, большее 401. Но и на
число, большее 201, оно точно не разделится, так как в результате деления неполное
частное будет больше 1 и меньше 2.

А может ли при деления числа 401 на какое-то целое число b в частном получить-
ся 3. Предположим, что может, тогда по определению делимости 401 = b · 3 = 3 · b,
а это означает, что 401 ··· 3, противоречие. Аналогично в частном не может полу-
читься никакое из чисел 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, так как мы проверили, что число на
них уже не делится.

Предположим, что 401 делится на какое-то целое число b, тогда по определению
делимости 401 = bc. Но мы проверили, что в таком случае должно быть b > 23
и c > 23, а тогда 401 = bc > 23·23 = 529, противоречие. Таким образом, получилось,
что число 401 является простым.

(b ) Как и в предыдущем пункте, будем делить число 323 на простые числа. Сразу
сообразим, что если 323 делится на какое-то целое число b, то по определению
делимости 323 = bc. Если b > 18 и c > 18, то 323 = bc > 18 · 18 = 324, противоречие.
Поэтому если число 323 составное, то у него есть простой множитель, меньший 18.

Проверяем делимость числа 323 на 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17:

323 ̸ ··· 2, 323 ̸ ··· 3, 323 ̸ ··· 5, 323 ̸ ··· 7, 323 ̸ ··· 11, 323 ̸ ··· 13,

323 : 17 = 19 — значит, 323 составное.
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Решето Эратосфена
Число 2 простое (выделим его), а все остальные чётные числа составные (вычеркнем
их).

Также поступим с 3, 5, 7, они простые (выделим их), а все остальные числа, кратные
3, 5, 7, составные (вычеркнем их).

Следующее невычеркнутое число всегда будет простым, ведь если бы оно имело
простой множитель, то было бы вычеркнуто раньше.

Так получаем таблицу простых чисел до 100. Аналогично можно получить таблицу
простых чисел до 1000. Такое процесс называется решето Эратосфена.
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Основная теорема арифметики
Вы уже хорошо знаете, что среди натуральных чисел есть простые и составные.
Простое число — это натуральное число, больше единицы, имеющее ровно два на-
туральных делителя: 1 и само себя. Число является составным, если оно равно
произведению меньших натуральных (например, 6 = 2 · 3). Единица не является ни
простым, ни составным.

Простые числа являются своего рода «кирпичиками», из которых можно построить
все остальные числа. В каком же смысле? Рассмотрим число 420. Оно, без сомнения,
составное. Его можно разложить на множители, например так: 420 = 42·10. Каждое
из чисел 42 и 10 также составное: 42 = 6 · 7, 10 = 2 · 5. Поскольку 6 = 2 · 3, то
420 = 42 · 10 = 6 · 7 · 2 · 5 = 2 · 2 · 3 · 5 · 7. Мы получили разложение нашего числа на
простые сомножители.

Наверное, ни у кого не вызывает сомнения, что, действуя таким же образом, можно
представить в виде произведения простых чисел любое натуральное число (кро-
ме 1) — надо раскладывать получающиеся сомножители в произведение меньших,
пока это удается. А что, если попробовать разложить число 420 на множители
по-другому? Например, начав так: 420 = 15 · 28. Вы, конечно, догадались, что в ре-
зультате получится то же самое разложение (если в конце простые сомножители
расположить в порядке возрастания).

Этот интуитивно очевидный, но совсем не просто доказываемый факт называет-
ся основной теоремой арифметики и формулируется так: каждое натуральное
число за исключением единицы, раскладывается в произведение простых сомно-
жителей, причём единственным образом.
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Задача
Решите ребус: АХ · УХ = 2001.

Решение.

Разложим число 2001 на простые множители: 2001 = 3 · 23 · 29. Поэтому число
2001 можно двумя спсобами представить в виде произведения двузначных чисел
2001 = 69 · 29 и 2001 = 23 · 87. Нам подходит только первый вариант.

Ответ. Х = 9, А = 6, У = 2 или Х = 9, А = 2, У = 6.


